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Bài toán. Cho tam giác nhọn, không cân ABC có trực tâm H và tâm đường tròn ngoại tiếp O.
Đường tròn nội tiếp (I) của tam giác ABC tiếp xúc với các cạnh BC,CA,AB tương ứng tại M,N,P .
Gọi ΩA là một đường tròn đi qua A và tiếp xúc ngoài với (I) tại một điểm A′ và cắt lại AB,AC
tương ứng tại Ab, Ac. Các đường tròn ΩB, ΩC và các điểm B′, Ba, Bc, C

′, Ca, Cb được xác định một
cách tương tự.

a) Chứng minh rằng BcCb + CaAc + AbBa ≥ NP + PM + MN.
b) Xét trường hợp A′, B′, C ′ tương ứng thuộc các đường thẳng AM,BN,CP . Gọi K ′ là tâm đường

tròn ngoại tiếp tam giác có ba cạnh tương ứng thuộc ba đường thẳng AbAc, BcBa, CaCb. Chứng minh
rằng OH song song với IK.
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 Lời giải. a) Gọi T là trung điểm của PN.
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Ta có (I) là đường tròn A-mixtilinear bàng tiếp của tam giác AAcAb nên theo bổ đề Sawayama, T
là tâm đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác AAcAb.

Ta thu được ∠PAbT = ∠TAbAc và ∠AbTAc = 90◦ − 1

2
∠BAC = ∠AbPT.

Suy ra 4PAbT ∼ 4TAbAc.
Tương tự 4NAcT ∼ 4TAcAb.
Suy ra 4PAbT ∼ 4NTAc.

Từ đó ta nhận được PAb ·NAc = PT ·NT =
1

4
PN2.

Suy ra PAb + NAc ≥ 2
√
PAb ·NAc = PN.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi PAb = NAc, khi và chỉ khi ΩA tiếp xúc với (I) tại điểm chính
giữa cung PN.

Tương tự ta nhận được BcCa + CaAc + AbBa = PAb + NAc + PBa + MBc + MCb + NCa ≥
NP + PM + MN.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ΩA, ΩB, ΩC lần lượt tiếp xúc với (I) tại các điểm chính giữa
cung PN,PM,MN.

b)
Gọi a, b, c lần lượt là độ dài của BC,CA,AB; p là nửa chu vi của tam giác ABC.
Gọi S là tiếp điểm của ΩA với (I).
Ta có ∠AAcAb = ∠AbSA = 180◦ − ∠AbSP − ∠PSM = 180◦ − ∠AbAS − ∠PMS − ∠PSM =

180◦ − 2∠BPM = ∠ABC.
Tương tự ∠CCaCb = ∠ABC.
Suy ra tam giác Y AcCa cân tại Y.
Mặt khác, cũng từ biến đổi góc ở trên ta thu được tứ giác SMBAb, SMCAc nội tiếp.
Từ đó AAc ·AC = AS ·AM = AN2.

Suy ra AAc =
AN2

AC
=

(p− a)2

b
.

Suy ra NAc = AN −AAc = (p− a)− (p− a)2

b
=

b(p− a)− (p− a)2

b
=

(p− a)(p− c)

b
.

Tương tự, CaN =
(p− a)(p− c)

b
. Suy ra NAc = NCa.

Ta nhận được Y,N, I thẳng hàng. Suy ra Y I là phân giác của ∠XY Z.
Tương tự suy ra I là tâm đường tròn nội tiếp của tam giác XY Z.
Gọi IX , IY , IZ lần lượt là tâm đường tròn bàng tiếp góc X,Y, Z của tam giác XY Z.
Khi đó I là trực tâm của tam giác IXIY IZ , K là tâm đường tròn Euler của tam giác IXIY IZ nên

IK là đường thẳng Euler của tam giác IXIY IZ . Mà hai tam giác IXIY IZ và ABC có cạnh tương ứng
song song nên đường thẳng Euler của hai tam giác IXIY IZ và ABC cũng song song với nhau, hay
OH ‖ IK.
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